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Waar verwijst de titel naar? 

-Een bekende mechanist is bijvoorbeeld de Lamettrie die in 1748 een boek uitgaf met de typisch mechanistische titel 'De mens, een machine'.  

Waar verwijzen de drie plaatjes naar?

- Het boek Gödel, Escher, Bach van Douglas R. Hofstadter



http://images.google.nl/imgres?imgurl=http://www2.arnes.si/~mursic3/Matrice_Escher.jpeg&imgrefurl=http://www2.arnes.si/~mursic3/Matrice_Meje_izomorfizma.htm&h=489&w=480&sz=117&tbnid=KWqYvRPYUSYJ:&tbnh=126&tbnw=124&start=23&prev=/images%3Fq%3DG%25C3%25B6del,%2BEscher,%2BBach%26start%3D20%26hl%3Dnl%26lr%3D%26sa%3DN
http://images.google.nl/imgres?imgurl=http://www.akkuaria.com/artescienza/imm/godel1.jpg&imgrefurl=http://www.akkuaria.com/artescienza/&h=326&w=247&sz=12&tbnid=WtMEKCrbZ-0J:&tbnh=113&tbnw=86&start=55&prev=/images%3Fq%3DG%25C3%25B6del%26start%3D40%26hl%3Dnl%26lr%3D%26sa%3DN
http://images.google.nl/imgres?imgurl=http://www.sheetmusic1.com/new.great.music/bach.little.prelude/bach.demo.gif&imgrefurl=http://www.sheetmusic1.com/NEW.GREAT.MUSIC.HTML&h=792&w=640&sz=13&tbnid=lY77HplUKbgJ:&tbnh=141&tbnw=114&start=2&prev=/images%3Fq%3DBach%26hl%3Dnl%26lr%3D%26sa%3DG


De verhouding tussen mens en machine

• Mechanisme (materialisme, sciëntisme)
– De mens is niets meer dan een complexe machine
– Wij zijn in essentie gedetermineerde automaten
– Een dualistische visie op de mens is onhoudbaar

• Dualisme
– De mens is meer dan een gedetermineerde automaat
– Dit ‘meer’ betreft het domein van het mentale 
– Het mentale omvat bewustzijn, gevoelens en vrije wil



Twee klassieke argumenten voor dualisme

1. Inherent aan de menselijke conditie zijn fenomenen als zelfbewustzijn, 
gevoelens en vrije wil. Deze intrinsiek bij ons als mens behorende 
fenomenen kunnen niet veroorzaakt worden door de werking van 
automaten, hoe complex ook. Daarom kan de mens geen machine zijn.

2. Stel dat het dualisme incorrect is. In dat geval ben ik mijn lichaam. We 
kunnen dus stellen dat ‘Ik = Mijn lichaam’. De eigenschappen die ‘ik’ 
bezit moeten dus exact overeenkomen met de eigenschappen die ‘Mijn 
lichaam’ bezit. Nu heb ‘Ik’ de eigenschap dat ik niet consistent kan 
denken dat ik er niet ben. ‘Mijn lichaam’ heeft deze eigenschap niet. Ik 
kan immers consistent denken dat mijn lichaam er niet is. We vinden 
dus een tegenspraak. Ik moet dus meer zijn dan mijn lichaam. Hieruit 
volgt dat het dualisme correct is.

Zijn deze argumenten overtuigend? Waarom (niet)?                
Bestaan er nog andere klassieke argumenten voor dualisme?
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Presentation Notes
Het eerste argument is verwant aan dat van Leibniz. Volgens Leibniz kunnen mentale fenomenen als bewustzijn en perceptie niet mechanisch (i.e. fysisch) verklaart worden. 



“One is obliged to admit that perception and what depends upon it is inexplicable on mechanical principles, that is, by figures and motions. In imagining that there is a machine whose construction would enable it to think, to sense, and to have perception, one could conceive it enlarged while retaining the same proportions, so that one could enter into it, just like into a windmill. Supposing this, one should, when visiting within it, find only parts pushing one another, and never anything by which to explain a perception. Thus it is in the simple substance, and not in the composite or in the machine, that one must look for perception.” (Section 17 of the Monadology uit 1714)



Leibniz's argument seems to be this: the visitor of the machine, upon entering it, would observe nothing but the properties of the parts, and the relations they bear to one another. But no explanation of perception, or consciousness, can possibly be deduced from this conglomerate. No matter how complex the inner workings of this machine, nothing about them reveals that what is being observed are the inner workings of a conscious being. Hence, materialism must be false, for there is no possible way that the purely mechanical principles of materialism can account for the phenomena of consciousness. 



Het tweede argument is afkomstig van Antoine Arnauld. Antoine Arnauld, (1612-1694) - le Grand as contemporaries called him was a French Roman Catholic theologian, philosopher and mathematician. He was one of the leading intellectuals of the Jansenist group of Port-Royal and had a very thorough knowledge of patristics. 



Een hedendaags argument voor dualisme

• De filosoof J.R. Lucas heeft het in zijn artikel 'Minds, Machines, and 
Gödel' uit 1961 over een heel andere boeg gegooid. 

• Lucas bedacht een scherpzinnig filosofisch argument om aan te tonen 
dat wij meer zijn dan gedetermineerde automaten. 

• Dit argument doet geen beroep op noties als (zelf)bewustzijn,  
gevoelens en vrije wil.

• Het argument is gebaseerd op de stelling van Gödel
• De stelling van Gödel leunt zwaar op de notie van formeel systeem



Het argument van Lucas tegen het materialisme

1. Formele Systemen
1.1. Wat zijn formele systemen?
1.2. Verschillende soorten formele systemen 
1.3. Kenmerken van formele systemen

2. De stelling van Gödel
2.1 Hoe luidt de stelling? 
2.2 Gevolgen en impact
2.3 Een schets van het bewijs

3. Lucas’ argument tegen het mechanisme

4. Discussie: is het Lucas argument overtuigend genoeg?



Formeel systeem

Alfabet

Formules

Axioma(s)

Afleidingsregel(s)

Afleiding(en)

Stelling(en)

a, b, c 

abac, bcab, ba, c, ... 

aca, xb  

x -> bxb , axa -> x 

aca -> c -> bcb

aca, c, bcb, ... 

Eenvoudig voorbeeld:               
Het ‘abc’ systeem

Waaruit bestaat een   
formeel systeem?



Abstracte en geïnterpreteerde formele systemen

Abstracte formele systemen:

De formules hebben géén enkele betekenis.             
Zij verwijzen naar niets buiten het formele systeem.

(bijvoorbeeld het ‘abc’ systeem)

Geïnterpreteerde formele systemen:

De formules hebben wél een bepaalde betekenis. 
Zij verwijzen naar iets buiten het formele systeem.  



Voorbeelden van geïnterpreteerde formele systemen

Het schaakspel

De rekenkunde

Een machine

De meetkunde
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Het schaakspel

Alfabet

Formules

Axioma(s)

Afleidingsregel(s)

Afleiding(en)

Stelling(en)

schaakstukken 

Opstellingen van stukken

De beginopstelling  

De regels van het spel

Een beschreven spelverloop

Valide spel opstellingen 



De meetkunde

Alfabet

Formules

Axioma(s)

Afleidingsregel(s)

Afleiding(en)

Stelling(en)

Punten en lijnen 

Meetkundige uitspraken

De postulaten van Euclides  

Logisch redeneren

Een meetkundig bewijs

Bewezen meetkundige 
uitspraken
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De rekenkunde

Alfabet

Formules

Axioma(s)

Afleidingsregel(s)

Afleiding(en)

Stelling(en)

0, 1, ..., 9, +, - , * , x , …

1+1=3 , 2*2=5 , 3-2=1 , ...

0 + x = x , x + y = y +x , ...  

Logisch redeneren

Een rekenkundig bewijs

1+1=2 , 3-2=1 



Een machine

Alfabet

Formules

Axioma(s)

Afleidingsregel(s)

Afleiding(en)

Stelling(en)

0,1 

Machine toestanden 
(0011, 0101, 100110, ...)

De begintoestand 
van de machine

CPU ‘fetch-execute’ cyclus

Het draaien van de machine

Tijdens het draaien bereikte 
machine toestanden



Vier voorbeelden van geïnterpreteerde 
systemen. Zijn ze in twee groepen te verdelen?

... Formules als 
uitspraken over ...

... Formules als 
toestanden van ...
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Twee groepen van geïnterpreteerde systemen

Uitspraak geïnterpreteerde 
formele systemen

Het is zinvol om over de 
waarheid of onwaarheid van 

stellingen van deze systemen te 
spreken. Uitspraken (over de 

meet- of rekenkunde) zijn 
immers waar of onwaar

Toestand geïnterpreteerde 
formele systemen

Het is onzinnig om over de 
waarheid van stellingen van 
deze systemen te spreken. 

Toestanden (van een spel of 
machine) zijn immers niet    

waar of onwaar



Wat willen we eigenlijk zoal van formele 
systemen weten?

• Is het systeem beslisbaar?
– Een formeel systeem is beslisbaar indien er een test bestaat die voor iedere 

formule bepaalt of deze formule al dan niet bewijsbaar is binnen het systeem
– Beslisbaarheid is als begrip zinvol voor alle typen systemen

• Is het systeem volledig?
– Een formeel systeem is volledig indien alle ware formules bewijsbaar zijn 
– Volledigheid is als begrip alléén zinvol voor uitspraak geïnterpreteerde 

systemen

• Is het systeem consistent?
– Een formeel systeem is consistent indien alle bewijsbare formules waar zijn
– Consistentie is als begrip alléén zinvol voor uitspraak geïnterpreteerde 

systemen 



Citaat uit een brief van de Oostenrijkse 
econoom Morgenstern aan de latere 
Oostenrijkse kanselier Kreisky (1965):

“Einstein once told me that after Gödel his  
own work no longer meant much to him, and 
that he simply came to Princeton to have the            

privilege of walking home with Gödel”

J. Von Neumann: “Gödel 
is definitely the greatest 
logician since Aristotle.

Presenter
Presentation Notes
Volgens Time Magazine was Gödel de grootste wiskundige van de twintigste eeuw. Hij komt ook voor in de Time Magazine lijst van de 100 belangrijkste personen van de twintigste eeuw. Misschien is het aardig heel kort iets over Gödel’s leven te vertellen.

�Gödel werd geboren in 1906 in de stad Brno. Brno ligt nu in Tsjechie maar maakte in die tijd deel uit van het Oostenrijks-Hongaarse keizerrijk. Nadat hij in 1924 het gymnasium had afgerond ging hij wiskunde, logica en filosofie studeren aan de Universiteit in Wenen. Aanvankelijk wilde hij zich specialiseren in theoretische natuurkunde, maar besloot uiteindelijk toch de kiezen voor wiskunde. Tijdens zijn jaren in Wenen maakte hij deel uit van de Weense kring. Het was in deze periode dat hij zijn beroemde stelling bewees en publiceerde (1931). Toen het klimaat verharde als gevolg van het Nazisme vluchtten veel van zijn Joodse vrienden en collega’s naar het buitenland. Gödel zelf bleef nog lange tijd in Wenen. Pas toen er een mislukte aanslag op zijn leven werd gepleegd (waarschijnlijk omdat hij er Joods uitzag - terwijl hij dit niet was – en deel uitmaakte van de als ‘Joods’ bekendstaande Weense kring) besloot hij in 1940 definitief te emigreren naar de Verenigde Staten. Daar kreeg hij een aanstelling aan ‘The Institute for Advanced Study’ in Princeton waar hij in contact kwam met Einstein die een zéér grote vriend en bewonderaar van hem zou worden. Hij zou nooit meer een voet op Europese bodem zetten. In 1978 overleed hij. 
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Hoe luidt de Stelling van Gödel (1931)?

“De elementaire rekenkunde is ofwel inconsistent ofwel onvolledig”

“Aannemende dat de rekenkunde consistent is, moet geconcludeerd 
worden dat er ware rekenkundige uitspraken bestaan die niet     

bewijsbaar zijn binnen de rekenkunde”
“Rekenkundige waarheid is sterker dan rekenkundige 

bewijsbaarheid”

Gevolgen
“De rekenkunde kan niet zowel consistent als volledig zijn”

De droom van Cantor, Frege, Russell, Whitehead, Hilbert en een groot aantal 
andere wiskundigen stortte compleet in. 

Alan Turing en Alonzo Church gaven, gebruikmakend van Gödel’s ideeën, in          
1936 de absolute genadeslag. 

Impact

Presenter
Presentation Notes
Tegen het eind van de 19e eeuw ontstond de behoefte om de gehele wiskunde te formaliseren, ofwel onder te  brengen in één overkoepelend consistent, volledig en beslisbaar formeel systeem. De pogingen van Cantor en Frege resulteerden echter in onoverkomelijke paradoxen (e.g. de Russell paradox). De poging van Russell en Whitehead in hun Principia Mathematica was dan ook een reactie op de gestrande pogingen van Cantor en Frege. Hetzelfde geldt voor de pogingen van Hilbert en de later door Zermelo en Fraenkel ontwikkelde verzamelingenleer. Gödel toonde aan dat al deze progingen niet kunnen slagen. Er bestaat helemaal geen consistent en volledig formeel systeem voor zelfs maar de rekenkunde. 



Een kleine anekdote: 



Toen Gödel in 1930 voor het eerst zijn stelling presenteerde op een ‘filosofie van de wetenschap’ congres in Königsberg was er niemand die de implicaties van zijn stelling doorzag. Er werd in het algemeen zelfs heel flauw en ongeïntereseerd op gereageerd. De bundel waarin na afloop van het congres alle presentaties waren samengevat bevatte zelfs niet eens de bijdrage van Gödel! Er was tijdens het congres echter één persoon die onmiddelijk begreep wat Gödel eigenlijk vertelde en wat de vernietigende gevolgen hiervan waren voor het programma van Hilbert. Die persoon was J. Von Neumann. De grondlegger van de computer architectuur die tot op de dag van vandaag nog steeds wereldwijd gevolgd wordt.





De kern van het bewijs

• De volgende bewering is één van de vele bekende formuleringen van de 
beroemde paradox van Epimenides (liar’s paradox):

P = ‘Deze zin is niet waar’

• Levert de volgende bewering ook een paradox op?

Q = ‘Deze zin is niet bewijsbaar’

• Gödel wil zijn stelling bewijzen door een bewering in de rekenkunde te 
formuleren (i.e. een bewering over getallen) die over zichzelf zegt dat zij     
niet bewijsbaar is binnen de rekenkunde. De gezochte bewering moet dus 
tegelijkertijd een bewering over de rekenkunde zijn.



Zelf-referentie in de rekenkunde?

Hoe denkt Gödel een 
dergelijke rekenkundige 
formule te kunnen vinden? 
Rekenkundige formules 
bestaan toch alléén in de 
rekenkunde? Zij betreffen 
toch immers uitsluitend 
rekenkundige relaties 
tussen getallen? Hoe kan 
een rekenkundige formule 
daarom überhaupt iets 
zeggen over de reken- 
kunde, laat staan over 
zichzelf?

Binnen het systeem (formules in de rekenkunde)

Buiten het systeem (Ons praten over de rekenkunde)

‘2+5’ betreft het linkerdeel van de formule ‘2+5=4+3’

De rekenkundige formule ‘1+1=2’ bevat drie getallen

1+1=2

Voor alle x en y geldt dat x+y = y+x

Er bestaat een x zodat x + 1 = 4

Er zijn oneindig veel verschillende rekenkundige formules
…

…
…
…

…



• Rekenkundige formules gaan inderdaad over (relaties tussen) getallen.

• Stel echter dat we besluiten om met iedere rekenkundige formule 
precies één uniek getal te laten corresponderen (Gödel getal). 

– Formule 1+1=2 krijgt bijvoorbeeld Gödel getal 200
– Formule Er bestaat een x zodat x + 1 = 4 krijgt bijv. Gödel getal 400
– Formule Voor alle x en y geldt dat x+y = y+x krijgt bijv. Gödel getal 600
– Etc…

• Dankzij deze correspondentie gaan rekenkundige formules voortaan 
indirect dus eveneens over (relaties tussen) rekenkundige formules. 

• Wellicht bestaat er dan inderdaad een rekenkundige formule die van 
zichzelf zegt dat zij niet binnen de rekenkunde bewijsbaar is…

Zelf-referentie in de rekenkunde?



Stap 1 van het bewijs: Het kiezen van een formeel systeem

Alfabet van 
de 

rekenkunde

Toelichting

~ Negatie
+ Optelling
* Product
E Er is een …
= Gelijkheid
0 Nul
s Successor
( Haakje open
) Haakje sluit
, Komma
x Variabele
... ...

0, s(0)=1, s(s(0))=2 , s(s(s(0)))=3, …

(x) / voor alle x geldt …

Ex / er is een x zodanig dat …

Ex(x=s(0))                                 

(x)(x=x)                                 



Stap 1 van het bewijs: Het kiezen van een formeel systeem

Alfabet van 
de 

rekenkunde

Toelichting

~ Negatie
+ Optelling
* Product
E Er is een …
= Gelijkheid
0 Nul
s Successor
( Haakje open
) Haakje sluit
, Komma
x Variabele
... ...

~(0=s(0))                       “0 is niet 1”

(x)(x+x= s(s(0))*x)   Voor alle x geldt x+x=2x

Eenvoudige formules

Complexere formules

Zeer complexe formules

s(0)+s(0)=s(s(0))                “1+1=2”

(Ex)(x=s0)            Het getal 0 heeft een opvolger

~Ex(y)Ez(y+z=x)      Er is géén grootste getal

0=0                                       “0 is 0”



Stap 2 van het bewijs: Uitdelen van Gödel getallen

Alfabet van 
de 

rekenkunde

Bijbehorend 
Gödel 

nummer
~ 1
+ 2
* 3
E 4
= 5
0 6
s 7
( 8
) 9
, 10
x 11
... ...

0=0

26 maal 35 maal 56 = 243000000

(Ex)(x=s0)

28 maal 34 maal 511 ... 236 maal 299 = ...

Bij iedere rekenkundige formule hoort precies 
één Gödel getal en bij ieder Gödel getal hoort 

precies één rekenkundige formule!

Een afleiding in de rekenkunde is niets meer 
dan een rijtje rekenkundige formules (‘van 

axioma tot stelling’). Het Gödel getal van een 
afleiding is het product van de Gödel getallen 

van de formules in het bijbehorende rijtje



Dankzij stap 2 kunnen uitspraken overover de rekenkunde  
vertaald worden in formules binnen de rekenkunde

Stel (x + x) * x heeft Gödel getal 10000

Stel (x + x) heeft Gödel getal 100

(x +x) is een linkerdeel van (x + x) * x

(Ex)(100*x=10000)

De volgende uitspraak over de rekenkunde...

... wordt vertaald in onderstaande formule binnen de rekenkunde:



Stap 3 van het bewijs: Vertalen van ‘bewijsbaarheid’

Het rijtje rekenkundige formules met Gödel getal x is een bewijs 
voor de rekenkundige formule met Gödel getal z

Dem(x,z)

De volgende uitspraak over de rekenkunde...

... wordt vertaald in onderstaande formule binnen de rekenkunde:



Stap 4 van het bewijs: De beroemde Gödel formule

(x) ~Dem(x,G)

Gödel vond een Gödel getal (laten we deze G noemen) zodanig dat de volgende 
rekenkundige formule G als Gödel getal heeft...
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Nou, dan voegen we de ware Gödel formule toch gewoon toe als axioma? Krijgen we dan niet een volledig systeem? Nee! Het nieuwe systeem omvat immers nog steeds de rekenkunde en daarmee ook alle noodzakelijke ingrediënten voor het produceren van een Gödel formule. Wanneer we dus Gödel’s procedure nogmaals toepassen vinden we weer een formule die waar is maar niet bewijsbaar binnen het nieuw gevormde systeem. Het nieuw gevormde systeem is dus ook onvolledig. Hofstadter zegt hierover: “Het is alsof we dezelfde melodie nog eens zingen, maar dan een octaaf hoger”. 



De procedure van Gödel vormt zo feitelijk een pasklaar recept om een Gödel zin te fabriceren voor ieder consistent formeel systeem dat de rekenkunde omvat, en daarmee haar onvolledigheid aan te tonen. Dit pasklare recept wordt ook wel Gödeliseren genoemd en is van belang      voor een goed begrip van het Lucas argument.



Consistente uitspraak geïnterpreteerde formele systemen die de rekenkunde omvatten zijn dan ook fundamenteel onvolledig. Steeds wanneer je het formele systeem volledig probeert te maken door er (desnoods oneindig veel) Gödelzinnen aan toe te voegen ontstaat er uiteindelijk toch weer gewoon een nieuw formeel systeem, waarop we doodleuk het recept van Gödel opnieuw kunnen toepassen om zo ook de onvolledigheid van dit nieuwe systeem aan te tonen.



Het Lucas Argument

Lucas begint zijn artikel ‘Minds, Machines, and Gödel’ uit 
1961 met de volgende woorden:

“Volgens mij toont de stelling van Gödel aan dat het 
Mechanisme onwaar is, dat wil zeggen dat de menselijke 
geest niet verklaard kan worden als machine”

De mens zou dus altijd méér zijn dan een machine...

Welke argument gebruikt Lucas?



Het Lucas Argument

Lucas in zijn artikel:

“Hoe gecompliceerd we een machine ook maken, zij zal, als het 
ook werkelijk een machine is, corresponderen met een formeel 
systeem, dat weer onderhevig is aan de procedure van Gödel om 
een ware formule te vinden die onbewijsbaar is in dat systeem. 
De machine zal niet in staat zijn deze formule als waar te 
produceren, ook al kan de menselijke geest zien dat zij waar is. 
En daarom is de machine nog steeds géén adequaat model van de 
menselijke geest. Het mechanistische model, moet in zekere zin, 
eindig en begrensd zijn: en dan doet de geest het altijd iets beter. 
Dankzij de stelling van Gödel heeft de menselijke geest altijd het 
laatste woord.”



Het Lucas Argument (bewijs uit het ongerijmde)

• Stel ik ben een machine 

• De machine die ik ben correspondeert met een formeel systeem M

• Het beoefenen van de rekenkunde is één van mijn menselijke vermogens

• De rekenkundige waarheden die ik kan ontdekken vallen samen met de 
rekenkundige stellingen die binnen M bewijsbaar zijn (*)

• M omvat de rekenkunde en is dus volgens de stelling van Gödel onvolledig

• Door de Gödelprocedure op M toe te passen ontdek ik een rekenkundige 
waarheid W die binnen M niet bewijsbaar is

• Uit (*) volgt echter dat ik W helemaal niet kan ontdekken. Tegenspraak!

• Ik ben dus géén machine. QED

Overtuigd? Waarom (niet)?

Presenter
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Mogelijke bezwaren tegen deze stelling.



 De mens is helemaal niet consistent. M is dus ook niet consistent en daarom niet onvolledig

 Onze capaciteit om voor een gegeven formeel systeem een Gödelzin te vinden is wellicht beperkt. Zodra het systeem te complex wordt kunnen wij geen Gödelzin meer vinden.

 M is een toestand geïnterpreteerd formeel systeem in plaats van een uitspraak geïnterpreteerd formeel systeem. Op M is dus de wet van Gödel helemaal niet van toepassing.

 We kunnen eenvoudigweg W aan M toevoegen zodat in M W wel bewijsbaar is

 Wij kunnen het algoritme om Gödelzinnen te produceren eenvoudigweg aan M toevoegen
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